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Aufgabe 1

(a). Das charakteristische Polynom ist A* — 1, das sich faktorisieren liisst in

Mo1=WN-DN+1)=A+DA=DA =)\ +1) (1)
Die Nullstellen des charakteristischen Polynoms sind folglich 1, —1,%, —¢. Somit ist ein reelles Fundamen-
talsystem gegeben durch {e~*,e®, cos(z), sin(z)}.
(b). Hier ist das charakteristische Polynom gegeben durch A\* + 4\% 4 4. Eine Substitution von z := \?
fihrt auf die Gleichung

2 +424+4=0 (2)

mit den Losungen z;o = —2. Also sind Ao = V/2i und A3 4 = —/2i jeweils doppelte Nullstellen des
charakteristischen Polynoms. Gemafl Seite 179 ist ein reelles Fundamentalsystem damit gegeben durch

{cos(v/2z), x cos(v/2x), sin(v/2z), z sin(v/2z).

(c). Das charakteristische Polynom ist gegeben durch A* — 2X% + 5)2, das sich faktorisieren liisst in
Mo2X3 4502 = X2(A2 =20+ 5) = 2N — 14+ V2) (A — 1 — V2i) (3)

Also ist ein reelles Fundamentalsystem gegeben durch {1, z, e* cos(2z), e” sin(2x)}.

Aufgabe 2

Die Losung der homogenen Gleichung ist fiir alle Aufgabenteile gegeben durch das Fundamentalsystem
{cos(z),sin(x)} mit {i,—i} als den Nullstellen des charakteristischen Polynoms.
(a). Gemafl Inhalt des Kapitels kann folgender Ansatz fiir die inhomogene Losung gemacht werden,

O

Yp(r) = co + 17 + cox® + cza® (4)
Einsetzen in die Differentialgleichung und Koeffizientenvergleich mit der rechten Seite (Inhomogenitét)
liefert die Gleichungen

2co +c9g =0
c1+6¢c3 =0
co =0
c3=1

Also ist eine partikuldre Losung gegeben durch
yp(z) = —62 + 2° (5)
O
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Superpositionsprinzip (vgl. p. 181) miissen wir nur die Summanden ¢;(z) = €* und ¢2(z) = e~ % als
Inhomogenitéten betrachten und die partikuldre Losung von g(x) = sinh(z) = %ql — %qg ergibt sich dann
als analoge Linearkombination der partikuldaren Losungen zu ¢; und go.

Die partikuldren Losungen ergeben sich hierbei ganz einfach aus den Ansétzen y, 4, = Ce® und yp 4, =
Ce™ zu

(b). Fiir ¢(z) = sinh(z) gilt die alternative Schreibweise bzw. Definition ¢(z) = l(e"’“’ — e*””). Gemaf

1
Yp1 = 56x
1 —x
Yp2 = 56 ’
und eine eigentliche partikulére Losung ¥, deshalb als
1 1 1. 1 _. 17, _, 1 .
Yp = 5¥p1 = 5lUp2 = y€ =3¢ = Z(e - ) 2 sinh(z) ©)
O

(c). Dies wird mit Variation der Konstanten gelost analog wie das Beispiel auf Seite 187. Das Gleichung-

ssystem ist nun
sin  cos ur\ 0
(cos sin) (uz) o (l/sin> (7)

() =G o) () = () ®

Es sind Uy := log |sin | und Uy := —z Stammfunktionen zu u; = cot und us = —1. Eine partikulére Losung
der Differentialgleichung ist also

mit Losung

yp(x) = log | sin(z)|sin(x) — z cos(z) (9)
U

Aufgabe 3

Die Differentialgleichung ist von der Form P(y) = ¢(z) mit P(y) = my” + ky’ und der Inhomogenitét
g(z) = mg. Eine Losung der homogenen Gleichung P(y) = 0 ist durch Betrachtung des charakteristischen
Polynoms gegeben durch

pn=C
Yo = De~m*
Ein Ansatz fiir die Inhomogenitat ist geméd Kapitel gegeben durch y,(x) = Cox. Einsetzen in die Diffe-
rentialgleichung liefert &k - Co = mg und damit y,(z) = %2 - x. Also gilt fiir jede Losung y der Differential-
gleichung, dass y = yp + y, mit y;, beliebige Linearkombination der Elemente des Fundamentalsystems.
Fiir  — oo gilt wl;rrgc y'(z) = %2, Die Endgeschwindigkeit ist also konstant.
d

Aufgabe 6

Konigsberger gibt eine elegante Losung fiir diese Aufgabe mit Hilfe von zusammengesetzten Funktion
s(z,y) und u(z,y). Im Englischen ist dieses Setup auch als “coupled oscillators” bekannt und die folgende
Losung orientiert sich auch an einem der Wikipedia-Artikel.

Eine Alternative ist durch Ansatz von x(t) = C1e'* und y(t) = Cze®*, d.h. man nimmt an, dass eine
einzige Mode des Systems vorliegt.

Nach Einsetzen in das Differentialgleichungssystem enthéalt man die Gleichungen

—p2C1e"? = —a(C1e™t) — k(Cre'?t — Ohe™?)
—$?Che'?t = —a(C26i¢t - k(C2€i¢t - C’lewt)

Dies ist dquivalent zu
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—(b201 = —aC’l — kj(Cl — 02)
_(b?CQ = —aCz — k(CQ — Cl)

bzw.

0=0C1(—a—k+ ¢?) + kCy
O:C’g(—a—k+¢2)—|—kC’1

Das ist in Matrixschreibweise gleich

()= ) (@) "

Da die trivialen Losungen mit C7; = 0 und C5 = 0 uninteressant sind, muss die Matrix A aus der Gleichung
oben singulér sein mit det(A) = 0. Es ist aber

det(A) = (—a—k+¢*)? —k* =0 (11)

Damit sind die Moden ¢; 5 gegeben durch

V2k +
fr2=/(Eh) Tk +a= ¢ (12)
f
Nach Einsetzen von ¢; in die Matrix A erhélt man

a
—a—k+2k+a k o 0 (13)
k —a—k+2k+a) \Cy 0

Eine Losung ist C; = 1,C5 = —1. Setzt man ¢ ein, erhédlt man C; = 1 = Cs als Losung.
Insgesamt erhélt man insgesamt die allgemeine Losungen

(s) = (3) vz £ () ot »

mit 71,72 € R. Diese kann man nun noch anpassen entsprechend der Anfangsbedingungen.

Aufgabe 7

(a). Wir machen den komplexen Ansatz z(t) = z(t) + iy(¢) und damit ist

2 =a" + iy
= 2uy’ —yr + (—2uz’ — yy)i
= 2uy’ — yx — 2uiz’ — yyi
=2u(y —ix") — y(z + iy)
=2u(y — zi) — vz
= —2uiz' — vz

Die letzte Zeile folgt aus 2’ = 2’ + iy’ < iz’ =ix' —y <= —iz’ =4y —i2’. Damit bekommen wir die
lineare Differentialgleichung zweiter Ordnung

2" 4 2uiz' + 42 =0 (15)
Das charakteristische Polynom hat die Nullstellen A\ 2 = —ui &+ \/u? + i und damit ist ein (komplexes)
Fundamentalsystem gegeben durch
{e7 " sin(\/u2 +t),e " cos(y/u2 +t)} (16)
Wegen |e=%| = 1 ist 71(t) = |sin(y/u? + ~t)| und ro(t) = | cos(y/u2 + ~t)|. Dann ist aber
27
ri(t+T) = | cos(v/u? +(t + T))| = [cos(v/u? + 7t + /u? + ’YT” = r1(t) (17)
u? 4

und analog fir ro.
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(b). Aus 2(0) = x¢ > 0 folgt bereits, dass die Losung z1(t) = e~ “** sin(\/u2 + ~t) nicht in Frage kommt.
Dann muss aber

2(t) = xoza(t) (18)

Danach ist 2'(0) = 2025(0) = (xo(—u) + zov/u2 + N)i. Also ist eine Wahl von vy := xgy/u? + v — 2ou. Die
Abstandsfunktion ergibt dann

rt) = [2()] = @olza(t)] = 2o (19)



